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Abstract 

Purpose: The purpose of this paper is to propose a Fuzzy Inverse Data Envelopment Analysis (FIDEA) model based on 
triangular fuzzy numbers to estimate input values when outputs change, ensuring that Cost Efficiency (CE) is maintained or 
improved. The study addresses uncertainty and imprecision commonly found in real-world data. 

Methodology: Using properties of triangular fuzzy numbers and Fuzzy Linear Programming (FLP), the proposed approach 
converts the FIDEA model into an equivalent crisp linear model. This transformation enables the estimation of fuzzy input 
levels corresponding to changes in outputs. A numerical example is presented to illustrate the effectiveness of the method. 

Findings: Results show that the proposed FIDEA model accurately estimates optimal fuzzy inputs while preserving or 
improving cost efficiency. It reflects real-world uncertainty better than traditional crisp Data Envelopment Analysis (DEA) 
models and eliminates the need for fuzzy ranking functions. 

Originality/Value: This research introduces a new triangular FIDEA framework that maintains the fuzziness of data 
throughout the optimization process. The method enhances the realism and flexibility of inverse DEA applications and can 
be extended to network DEA models or integrated with metaheuristic algorithms for advanced analysis.  

Keywords: Inverse data envelopment analysis, Cost efficiency improvement, Output enhancement, Triangular fuzzy 

numbers. 
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   مقدمه   - 1

به دلیل    هاداده بسیاری از    ،معمولا شامل نوعی عدم اطمینان هستند. در حقیقت  شدهیآورجمع ی  هاداده   ،دنیای واقعی  مسایلماهیت    به  باتوجه 
نیز دلیل دیگری برای کاربرد تئوری فازی است. اگرچه در بسیاری از موارد   جزییکمی شوند. اطلاعات ناقص یا ناآگاهی    توانندی نم  هاآنماهیت  

ی دقیق اطلاعات  آورجمعی بالای  هانه ی هزتا از    شودیمکافی خوب ارزیابی    اندازهبه ی تقریبی  هادادهدست آورد، برخی از  اطلاعات دقیق به   توانمی
ی داشته تریواقع ی خود قرار دهند تا نتایج  ریگم یتصمی  هامدلی فازی را در  هاداده  دهندیمبسیاری از محققان ترجیح    ،نی؛ بنابراجلوگیری شود

 

1 Fuzzy Inverse Data Envelopment Analysis (FIDEA) 
2 Cost Efficiency (CE) 

3 Fuzzy Linear Programming (FLP) 
4 Data Envelopment Analysis (DEA) 
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   پژوهشی   نوع مقاله: 

های معکوس فازی با استفاده از اعداد فازی مثلثی برای تخمین  ه مدل تحلیل پوششی داده ی ارا 

 ها و حفظ کارایی هزینه ورودی 

   3ی عبدالملک   ی س ی ، ع 2ی ر ی ، اکبر ام ،* 1ی زاهد   خ ی پور ش   یی ح ی   ی محمدتق    
  .رانیرامسر، ا ،یواحد رامسر، دانشگاه آزاد اسلام ،یاضیگروه ر 1

 .رانیتالش، ا ،یواحد تالش، دانشگاه آزاد اسلام ،یاضیگروه ر 2 

   ، ایران.، تنکابنیدانشگاه آزاد اسلامتنکابن، واحد  ،یکاربرد یاضیگروه ر 3

 

 کیده چ

مبتنی بر اعداد فازی مثلثی برای تخمین مقادیر ورودی در شرایطی   1های معکوس فازیه یک مدل تحلیل پوششی داده یهدف این مقاله ارا  :هدف 
های  ه عدم قطعیت و ابهام موجود در داده الحفظ یا بهبود یابد. این پژوهش به مس  2ای که کارایی هزینه گونهکنند، به ها تغییر میاست که خروجی 

 .پردازد واقعی می 

را به یک مدل خطی   FIDEA، مدل پیشنهادی، مدل  3ریزی خطی فازی با استفاده از خواص اعداد فازی مثلثی و برنامه   :شناسی پژوهشروش 
سازد. همچنین یک مثال عددی ها را فراهم میکند. این تبدیل امکان تخمین سطوح ورودی فازی متناسب با تغییرات خروجی قطعی معادل تبدیل می 

 .ه شده استیبرای نشان دادن کارایی مدل ارا

  ی ایدن  تیمدل، عدم قطع نی ا تخمین بزند.  CEهای فازی بهینه را با حفظ یا بهبود دهد که مدل پیشنهادی قادر است ورودی نتایج نشان می   :ها یافته
 .برد یم  نیرا از ب یفاز یبندبه توابع رتبه ازیو ن کندیمنعکس م  4ها داده یپوشش لیتحل یو قطع  یسنت یهارا بهتر از مدل یواقع

  ی ساز نه یبه  ند یها را در کل فراداده   بودنی که فاز  دهدی ه م یارا  یمثلث  FIDEAمدل    یبرا  دی جد  یپژوهش چارچوب  نی ا  :اصالت/ارزش افزوده علمی 
م  افزا  یشنهادی. مدل پکندیحفظ  انعطاف   ییگراواقع   شی باعث  م   DEA  یدر کاربردها  یر یپذو  و  با    ا ی  یاشبکه   یهامدل   یبرا  تواندیشده  همراه 

 . ابد یگسترش  یفراابتکار یهاتمیالگور

 . ها، اعداد فازی مثلثی های معکوس، بهبود کارایی هزینه، افزایش خروجیتحلیل پوششی داده :ها کلیدواژه 
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 ... های  ه مدل تحلیل پوششی داده ی ارا  / و همکاران  زاهدی خیش  پوریحیی 

با اعداد فازی در مقایسه با اعداد واضح یا حتی   توانمی ی ذهنی انسان را  هادهیپدی ناشی از  هاداده  ،بر این، طبق گفته برخی محققانباشند. علاوه 
 بیان کرد.  ترنانه یبواقع  ،تصادفی

روشی را برای حل   [2] و همکاران امیندادند.  ارایهبا متغیرهای فازی  1ریزی خطیبرنامه  مسایلروش اولیه ثانویه را برای  [1]نژاد و همکاران ابراهیم
یک   [4]  ردادند. روملفانگ  ارایهبا متغیرهای فازی    LPمفهومی برای حل    [3]  فازی تعاملی پیشنهاد کرد. ملکی و همکاران  ریزیبرنامهیک سیستم  

را   هاآن و کاربردهای  بندیرتبه توابع  [5] داد. ملکی ارایهچندمعیاره خطی با مقادیر قطعی، فازی یا تصادفی  ریزیبرنامه   مسایلمفهوم کلی برای حل 
روشی را برای    [7]  یرامانی گانسان و ومعرفی کرده است.    FLPبرخی از مفاهیم و نتایج جدید را در ثانویه    [6]پیشنهاد داد. رامیک    FLP  برای حل

  [9]پیشنهاد داد. عزتی و همکاران  LPبا حل  FLPروش جدیدی را برای حل  [8]پیشنهاد کردند. ناصری  ایذوزنقه با اعداد فازی  FLP مسایلحل 
یک مدل    [10]  پناهکردند. عدالت  ارایه  2چندهدفه   ی خط  یزی ربرنامه  مسالهکاملا فازی با استفاده از    ریزیبرنامه   مسایلیک الگوریتم جدید برای حل  

 ای ذوزنقه کاملا فازی با اعداد فازی    LP  مساله یک مدل ریاضی برای حل    [11]  و همکارانداس  نمود.    ارایهفیک مثلثی  وس نوتر   LPمستقیم برای  
 پیشنهاد نمودند. 

DEA  ارایه  [12] چارنزاست که توسط  3گیرندهتصمیم کارایی نسبی واحدهای  گیریاندازه ریزی ریاضی برای برنامه  بر اساسیک روش غیرپارامتری  
  DMUsتعدادی از  رود. هدف اصلی آن، مقایسه و سنجش کاراییمیکار برای محاسبه کارایی هر واحد در مقایسه با سایر واحدها به  DEAگردید، 

،  DMUsدر مقایسه با سایر    DMUکارایی نیز این است که یک مشابه است که چندین ورودی و چندین خروجی دارند. منظور از مقایسه و سنجش  
های آموزشی، اقتصاد، مدیریت، بهداشت  کاربردهای زیادی دارد که شامل زمینه  DEAچقدر خوب از منابع خود در راستای تولید استفاده کرده است.  

های  در بخش  توجهقابل معکوس یکی از موضوعات   DEA توسعه داده شد و   [13]این تکنیک توسط بنکر و همکاران  .[9]  باشندمیو ...    ونقلحمل و  
است تا    DMU  یک  خروجی و یورود  سطوح و هدف تعیین  تحت ارزیابی داده شده است  DMUباشد که در آن کارایی نسبی  میعملی و نظری  

و   گرفت. وییو بررسی قرار    موردمطالعه  [14]  و همکاران   ی ی وبار توسط   اولین معکوس DEA مقدار کارایی نسبی آن ثابت بماند یا بهبود بیابد.  
یک یا چند ورودی در یک واحد خاص را    DMUs»اگر در میان گروهی از    .کردند پیشنهاد به این پرسش پاسخگویی یبرا مدلی را   [14]همکاران  

تحت   DMUهای  تحت ارزیابی کارایی خود را در مقایسه با دیگر واحدها حفظ کند، تا چه میزان خروجی   DMUافزایش دهیم و فرض کنیم که  
 یابند؟«  میارزیابی افزایش 

برای واحدهای ناکارای    MOLPیک مدل   چنینهم کردند و    ارایهبرای واحدهای کارای ضعیف تحت ارزیابی،    LPیک مساله     [15]  یان و همکاران
را برای    [14]  ویی و همکاران  وسیلهبه شده  ارایهدر مطالعات خود، مدل    [16]  بر این، در ادامه هادی وینچه و همکاراندادند. علاوه   ارایهتحت ارزیابی  

کارایی  DMUچندین خروجی را در یک واحد خاص افزایش دهیم و فرض کنیم که  DMUsجواب سوال زیر توسعه دادند. »اگر در میان گروهی از 
  و همکاران  یدیپرسش فوق س یابند؟« برای جواب  میافزایش    DMUهای  نسبی خود را در مقایسه با دیگر واحدها حفظ کند، تا چه میزان ورودی

بر اساس ماهیت آن است. ماکزیمم نمودن درآمد یا  DMUsتکنیکی غیرپارامتری برای ارزیابی کارایی نسبی  DEAنمودند.  نیز مدلی پیشنهاد [17]
 باشند.  میها  ها و خروجیهای رفتاری همراه با قیمت ورودیکردن هزینه، هدفسود، مینیمم

دست  به  LPرا با استفاده از تکنیک  CE اوبازی کرده است.  DEAرا معرفی کرد که نقش معناداری در توسعه مفهوم  CEتعریف  [18]اولین بار فارل 
توانایی    گیریاندازه، ابزار   DEAیک مدل  عنوانبه   CEنیاز دارد.    DMUsورودی    هایقیمت ی ورودی و خروجی به  هاداده بر  علاوه   LPاین مدل    .آورد 
حداقل   DMU یک  با  فعلی  خروجی  به  رسیدن  نسبت  [4]  روملفانگراست.  هزینه  برای  توابع    از  برای   فاصلهشبهورودی  غیرمستقیم  و  مستقیم 

را در سه مرحله    ایچندمرحلههای تامین  ، هزینه و درآمد زنجیره کارایی سود   [10]پناهعدالتاستفاده کردند.  کارایی تخصیص خروجی   گیریاندازه
 DEA_Rدرآمد در    CEهای  توسط خدابخشی و همکارش بررسی شد. مدل  DEAارزیابی نمود. تخصیص عادلانه هزینه درآمد ثابت مشترک توسط  

از واحدهای    ایمجموعه برای تخصیص دوباره منابع بر اساس کارایی درآمد در بین    متمرکزشده. روش  گردید  ارایه  [7]  ی رامانی گانسان و وتوسط  
معکوس جدید را بر اساس یک    DEAیک مدل    [2]  همکاران  گردید. امین و   ارایه  [14]  ویی و همکاران   توسط  متمرکزشدهمحیط  در یک    گیریتصمیم 

ادغام معرفی می  CEمدل   از  بالقوه  و همکاران  کند. عدالتبرای تخمین سود  از LPتغییر نگرش در حل    [19]پناه  الگوریتم بدون استفاده  : یک 

 

1 Linear Programming (LP) 
2 Multi-Objective Linear Programming (MOLP) 

3 Decision-Making Units (DMUs) 
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خواص اعداد فازی   بر اساسمدلی    ارایهاخیر به موضوعات،    هایسالدر    [20]  و همکارانشیخ زاهدی  متغیرهای مصنوعی مطرح نمودند. یحیی پور  
- [21]  معکوس پرداختند  LPتماما فازی، جواب بهین چندگانه در مساله    LP  مسایل ، یک مدل جدید مبتنی بر حساب فازی برای حل  FLPبرای حل  

 .آورد  دستبه متناسب با رخدادهای دنیای واقعی FLP  مسالهجواب بهینه فازی برای  توانمی راحتیبه پیشنهادی،  هایروش با استفاده از  .[23]

ی فازی معرفی  هاداده معکوس با    DEAها و  با افزایش خروجی  CE، بهبود  DEA  ،CE  ،3  شتعریف اصلی و در بخ،  2در این مقاله ابتدا در بخش  
قرار خواهد گرفت و   موردبررسیاعداد فازی مثلثی با ارایه مثال عددی  ها با  تخمین ورودی   منظوربهمعکوس    DEA  ،4خواهد شد. سپس در بخش  

 به اتمام خواهد رسید.  ذکرشدهاز موارد  گیرینتیجه ، مقاله با 5 در بخش

 تعاریف اساسی   - 2

 . در این بخش برخی از تعاریف اساسی آورده شده است

𝐴̃فازی   عدد -1 ف یتعر  = (𝑎, 𝑏, 𝑐)  شودمیزیر تعریف  صورتبه و  نامندمیرا عدد فازی مثلثی : 

𝐀̃ی عدد فازی مثلث   - 1شکل  = (𝐚, 𝐛, 𝐜) . 
Figure 1- Trigonometric fuzzy number 𝐀̃ = (𝐚, 𝐛, 𝐜). 

 

 

𝐴̃به عدد فازی   - 2 ف یتعر  = (𝑎, 𝑏, 𝑐) شود اگر و فقط اگر  گفته می عدد فازی نامنفی𝑎 ≥  .است 0

𝐴فرض کنید  - ۳ ف یتعر  = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)   و𝐵 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) گاه: دو عدد فازی مثلثی هستند، آن 

 

 : شودیمزیر تعریف  صورتبهعملیات حسابی بین دو عدد فازی مثلثی  - 4 ف یتعر 

 

(1 ) 𝐴̃(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
,                     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

𝑐 − 𝑥

𝑐 − b
,                      𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,

0,                             𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.

    

(۳ ) 

1. 𝐴 + 𝐵 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) = (𝑎1 + 𝑎2 , 𝑏1 + 𝑏2 , 𝑐1 + 𝑐2), 

2. −𝐴 = −(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) = (−𝑐1 , − 𝑏1 , −𝑎1), 

3. 𝐴 − 𝐵 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) − (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) = (𝑎1 − 𝑐2 , 𝑏1 − 𝑏2 , 𝑐1 − 𝑎2), 

4. 𝐴. 𝐵 = {

(𝑎1𝑎2, 𝑏1𝑏2, 𝑐1𝑐2),         𝑎1 ≥ 0,
(𝑎1𝑐2 , 𝑏1𝑏2 , 𝑐1𝑐2),           𝑎1 < 0, 𝑐1 ≥ 0,

(𝑎1𝑐2 , 𝑏1𝑏2 , 𝑐1𝑎2),           𝑐1 < 0,

 

(2 ) 
1. 𝐴 ≤ 𝐵 ↔ 𝑎1 ≤ 𝑎2 , 𝑏1 − 𝑎1 ≤ 𝑏2 − 𝑎2 , 𝑐1 − 𝑏1 ≤ 𝑐2 − 𝑏2, 

2. 𝐴 ≥ 𝐵 ↔ 𝑎1 ≥ 𝑎2 , 𝑏1 − 𝑎1 ≥ 𝑏2 − 𝑎2 , 𝑐1 − 𝑏1 ≥ 𝑐2 − 𝑏2, 

3. 𝐴 = 𝐵 ↔ 𝑎1 = 𝑎2 , 𝑏1 = 𝑏2 , 𝑐1 = 𝑐2. 



123 

 

 ... های  ه مدل تحلیل پوششی داده ی ارا  / و همکاران  زاهدی خیش  پوریحیی 

 

 FLP  مساله   - 3

  شرایطی   چنین بین ضرایب و متغیرهای وجود نداشته باشد. در صنعتی ممکن است روابط خطی  و   تجاری   مسایل  به  مربوط   واقعی  شرایط زندگی  در
 د:شوزیر نمایش داده می صورت. به شوند داده نشان فازی اعدادعنوان به  LP مسایل پارامترهای توانمی

 
𝐴که در آن   = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛

𝐶𝑇و     = (𝑐𝑗)1×𝑛
𝑏و     = (𝑏𝑖)𝑚×1   و 𝑋 = (𝑥𝑗)𝑛×1

, 𝑎𝑖𝑗و     𝑐𝑗  , 𝑏𝑖  , 𝑥𝑗  ∈ 𝐹(𝑅)    مسالهیک  FLP  هدفه با متغیرهای  چند
 .فازی است هایمحدودیتفازی و 

 قیود نامساوی به قیود مساوی   تبدیل   - 3-1

نوع  ابتدا  منظور  این  برای  باشند  تساوی  نوع  از  باید  مدل  محدودیت  تمامی  پیشنهادی  روش  ∑  هاتی محدود  همه  در  𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 = 𝑏𝑖
𝑛
𝑗=1   یا

∑ 𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 ≠ 𝑏𝑖
𝑛
𝑗=1 برای هر   را𝑖 = 1,2… ,𝑚 کنید بررسی. 

∑اگر  :  اول  حالت 𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖
𝑛
𝑗=1  از مقادیر  برخی  برای  is  باشد، با اضافه نمودن متغیرهای نامنفی 𝑆𝑖   به سمت چپ قیود نامساوی را به قیود مساوی

∑تبدیل کنید. یعنی   𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 + 𝑆𝑖 = 𝑏𝑖
𝑛
𝑗=1  برای برخی از مقادیر𝑖   که در آن𝑆𝑖 .یک عدد فازی نامنفی است 

∑اگر  :  دوم   حالت 𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 ≥ 𝑏𝑖
𝑛
𝑗=1  از مقادیر  برخی  برای   is نامنفیب با اضافه نمودن متغیرهای  قیود   𝑆𝑖 اشد،  نامساوی را به  قیود  به سمت راست 

∑مساوی تبدیل کنید. یعنی   𝑎𝑖𝑗 . 𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 + 𝑆𝑖
𝑛
𝑗=1   برای برخی از مقادیر𝑖   که در آن𝑆𝑖  .یک عدد فازی نامنفی است 

 FLP  مسایلجواب بهینه فازی برای    - 4

𝐴در روش پیشنهادی از خاصیت عدد فازی   = (𝑎, 𝑏, 𝑐)    یعنی𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐  مسالهشود  و  در مساله استفاده می 𝐹𝐿𝑃    مسالهبه 𝐿𝑃  و بعد     شدهلیتبد
 زیر را در نظر بگیرید: 𝐹𝐿𝑃  مسالهخواهد رسید.  𝐹𝐿𝑃  مساله دست آوردن جواب بهینه آن به جواب بهینه فازی از به 

 
𝐴که در آن  = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛

𝐶𝑇و    = (𝑐𝑗)1×𝑛
𝑏و    = (𝑏𝑖)𝑚×1 و 𝑋 = (𝑥𝑗)𝑛×1

 کنیم: زیر تبدیل می 𝐿𝑃  مساله است به  

 5. 
𝐴

𝐵
= (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ÷ (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) = (

𝑎1

𝑐2
 ,
𝑏1

𝑏2
 ,
𝑐1

𝑎2
),       𝑎1 ≥ 0 , 𝑎2 > 0. 

 

max(𝑜𝑟 𝑚𝑖𝑛) 𝐶𝑇 . 𝑋, 

𝑠. 𝑡. 

𝐴. 𝑋 ≤ , = , ≥ 𝑏, 

𝑋 𝑖𝑠 𝑎 𝑛𝑜𝑛 − 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑦𝑖𝑣𝑒 𝑓𝑢𝑧𝑧𝑦 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟,  

 

max(𝑜𝑟 𝑚𝑖𝑛) 𝐶𝑇 . 𝑋, 

𝑠. 𝑡. 
𝐴. 𝑋 ≤ , = , ≥ 𝑏,  

𝑋 𝑖𝑠 𝑎 𝑛𝑜𝑛 − 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑦𝑖𝑣𝑒 𝑓𝑢𝑧𝑧𝑦 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟,  
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کنید   𝑥𝑗فرض 
∗, 𝑦𝑗

∗, 𝑧𝑗
∗ , 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑗 = 1,2,… , 𝑛    و𝑍1

مدل    ∗ بهینه  کنید    باشد  6مرحله    𝐿𝑃جواب  فرض  آن  در  𝑎𝑖𝑗)که  , 𝑏𝑖𝑗 , 𝑐𝑖𝑗). (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗) =

(𝑚𝑖𝑗 , 𝑛𝑖𝑗 , 𝑜𝑖𝑗)    و(𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 , 𝑟𝑗). (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑗) = (𝑤𝑗 , 𝑡𝑗 , 𝑢𝑗)  مسالهگاه جواب بهینه  است. آن  FLP،   𝑋∗ = (𝑥𝑗
∗, 𝑦

𝑗
∗, 𝑧𝑗

∗𝑍  و(∗ = (𝑍1
∗ = ∑ 𝑤𝑗

𝑛
𝑗=1 ,

𝑍2
∗ = ∑ 𝑡𝑗

𝑛
𝑗=1  , 𝑍3

∗ = ∑ 𝑢𝑗
𝑛
𝑗=1  را پیدا کنید. (

4 -  FIDEA 

DMUs،  𝐷𝑀𝑈𝑗ی از  امجموعه کنیم. اگر  می   زیر مطرح   صورتبه واحد تحت ارزیابی    CEی فازی را بر  هاداده معکوس با    DEA  مسالهاکنون   , 𝑗 =

1,2,… , 𝑛    را با ورودی𝑥̃𝑖𝑗    و خروجی فازی𝑦̃𝑖𝑗  گیریم، فرض کنید  که به مجموعه اعداد فازی مثبت تعلق داشته باشند در نظر می𝑋̃𝑚×𝑛    و𝑌̃𝑠×𝑛    به
 چنینهمباشند.  میفازی مثلی نامنفی    یهاه یدراها با  ورودی  ماتریس هزینه  𝐶̃𝑚×𝑛های ورودی، خروجی از اعداد فازی مثلی نامنفی و  ترتیب ماتریس

𝜆̃𝑗 مدل  اند نیز اعداد فازی مثلی نامنفیCE ی جهت محاسبهCE، 𝐷𝑀𝑈𝑜  :به شکل زیر است 

 
∗zبا تقسیم مینیمم هزینه کلی      jthکلی واحد تحت ارزیابی CEباشد  (5) مسالهجواب بهینه  ∗𝑧̃( و ∗𝑥̃و  ∗𝜆اگر )  = ∑ 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖 

∗𝑚
𝑖=1   بر هزینه

∑ شدهمشاهده 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖𝑜 
𝑚
𝑖=1  شود. میتعریف 

 
0که در آن  < 𝐸𝑐𝑜 ≤ 𝑜)برای   1 = 1,2, … , 𝑛). 

(4 ) 

max(𝑜𝑟 𝑚𝑖𝑛)  𝑍 =∑𝑤𝑗

𝑛

𝑗=1

, 

𝑠. 𝑡. 

      ∑𝑚𝑖𝑗 = 𝑏𝑖 ,

𝑛

𝑗=1

    𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,2,… ,𝑚,  

∑𝑛𝑖𝑗 = 𝑔𝑖 ,

𝑛

𝑗=1

    𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

∑𝑜𝑖𝑗 = ℎ𝑖 ,

𝑛

𝑗=1

    𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

∑𝑤𝑗

𝑛

𝑗=1

≤∑𝑡𝑗 ,

𝑛

𝑗=1

 

∑𝑡𝑗

𝑛

𝑗=1

≤∑𝑢𝑗

𝑛

𝑗=1

, 

𝑦𝑗 − 𝑥𝑗 ≥ 0    , 𝑧𝑗 − 𝑦𝑗 ≥ 0,          𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑗 = 1,2,… , 𝑛, 

𝑥𝑗 ≥ 0 , 𝑧𝑗 ≥ 0 , 𝑦𝑗 ≥ 0,          𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. 

(5 ) 

min 𝑧̃ =∑𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 
𝑠. 𝑡. 

∑𝜆̃𝑗𝑥̃𝑖𝑗 

𝑛

𝑗=1

≤  𝑥̃𝑖 ,           𝑖 = 1 , 2 , … ,𝑚,  

∑𝜆̃𝑗 𝑦̃𝑟𝑗 

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑦̃𝑟𝑜,           𝑟 = 1 , 2 , … , 𝑠,  

𝑥̃𝑖 ≥  0   ,    𝜆̃𝑗 ≥ 0,            𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 𝑗 = 1 , 2 , … , 𝑛.        

(6 ) 
𝐸𝑐𝑜 =

∑ 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃
∗
𝑖

𝑚

𝑖=1

∑ 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖𝑜 
𝑚
𝑖=1

  , 
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ها  با آشفته نمودن بردار خروجیو    کنیممی  زیر مطرح  صورتبه ها  با افزایش خروجی  CEی فازی را برای بهبود  هاداده معکوس با    DEA  مسالهاکنون  
 کنیم. محاسبه می CEها را با حفظ مقدار میزان آشفتگی بردار ورودی

 
 است.  othتحت ارزیابی   ith، DMUقیمت یا هزینه ورودی  𝑐̃𝑖𝑜است.  (6مدل )ی جواب بهینه  ∗𝑧̃که در آن 

 ی فازی های ورود مقادیر    یافتن   روش پیشنهادی برای   - ۵

تعریف   یسیم سپس با جایگزینیو نی می تساوی هاتی محدود صورتبهرا  هات ی محدود برای همه   توانمی [12] شده ارایه FLPروش حل  به   باتوجه
ی قطعی تبدیل کنیم. برای انجام این کار، هاداده با  مسالهرا به یک  (7) و (5) یها رابطهشده در  ارایه FIDEAتا مدل  کندی مکرد. این به ما کمک 

 CE،  𝐷𝑀𝑈𝑜  ه محاسبجهت    CE. سپس مدل  میکنی مجایگزین    موردبررسیFIDEA ی عدد فازی مثلثی متناظر درجابه ما رتبه هر عدد فازی مثلثی را  
 به شکل زیر است: 

 
 :می سی نویمتساوی  صورتبه را  هاتی محدود، کردن سادهبعد از 

 

 

(7 ) 

min  𝑧̃ = ∑𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 

s. t. 

∑𝜆̃𝑗𝑥̃𝑖𝑗 

𝑛

𝑗=1 
𝑗≠𝑜

≤ 𝑥̃𝑖 ,         𝑖 = 1,2,… ,𝑚,  

∑𝜆̃𝑗𝑦̃𝑟𝑗 

𝑛

𝑗=1 
𝑗≠𝑜

≥ 𝑦𝑟𝑜 + ∆𝑦𝑟𝑜 ,̃             𝑟 = 1,2,… , 𝑠, 

∑𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖 ≥ 𝑧̃
∗,

𝑚

𝑖=1

  𝑥̃𝑖 ≥  0, 𝜆̃𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

  𝑗 = 1,2, … , 𝑛, 𝑗 ≠ 𝑜, 

(8 ) 

min 𝑧̃ = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) =∑(𝑐1𝑖𝑜 , 𝑐2𝑖𝑜 , 𝑐3𝑖𝑜)(𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖 , 𝑥3𝑖)

𝑚

𝑖=1

 

𝑠. 𝑡. 

∑(𝜆1𝑗 , 𝜆2𝑗 , 𝜆3𝑗)(𝑥1𝑖𝑗 , 𝑥2𝑖𝑗 , 𝑥3𝑖𝑗)

𝑛

𝑗=1

≤ (𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖 , 𝑥3𝑖),          𝑖 = 1 , 2 , … ,𝑚,     

∑(𝜆1𝑗 , 𝜆2𝑗 , 𝜆3𝑗)(𝑦1𝑟𝑗 , 𝑦2𝑟𝑗 , 𝑦3𝑟𝑗 )

𝑛

𝑗=1

≥ (𝑦1𝑟𝑜 , 𝑦2𝑟𝑜, 𝑦3𝑟𝑜),       𝑟 = 1 , 2 , … , 𝑠,  

𝑥1𝑖 ≥  0, 𝜆1𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 𝑗 = 1 , 2 , … , 𝑛.  
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 : میکنی مو بازنویسی  کردنسادهبعد از 

 

 

 

(9 ) 

min 𝑧̃ = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = (∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖

𝑚

𝑖=1

,∑𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖

𝑚

𝑖=1

,∑𝑐3𝑖𝑜𝑥3𝑖

𝑚

𝑖=1

), 

𝑠. 𝑡. 

(∑𝜆1𝑗𝑥1𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

,∑𝜆2𝑗𝑥2𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

,∑𝜆3𝑗𝑥3𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

) + (𝑆1𝑥𝑖 , 𝑆2𝑥𝑖 , 𝑆3𝑥𝑖) =  (𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖 , 𝑥3𝑖),       𝑖 = 1 , 2 , … ,𝑚,  

(∑𝜆1𝑗𝑦1𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

,∑𝜆2𝑗𝑦2𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

,∑𝜆3𝑗𝑦3𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

) = (𝑦1𝑟𝑜 , 𝑦2𝑟𝑜, 𝑦3𝑟𝑜) + (𝑆1𝑦𝑟 , 𝑆2𝑦𝑟 , 𝑆3𝑦𝑟),       𝑟 = 1 , 2 , … , 𝑠,  

𝑥1𝑖 ≥  0, 𝜆1𝑗 ≥ 0, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 𝑗 = 1 , 2 , … , 𝑛.  

(10 ) 

min 𝑧̃ =∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖

𝑚

𝑖=1

, 

𝑠. 𝑡. 

∑𝜆1𝑗𝑥1𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆1𝑥𝑖 = 𝑥1𝑖 , 

∑𝜆2𝑗𝑥2𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆2𝑥𝑖 = 𝑥2𝑖 , 

∑𝜆3𝑗𝑥3𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆3𝑥𝑖 = 𝑥3𝑖 ,        𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖,     

∑𝜆1𝑗𝑦1𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦1𝑟𝑜 + 𝑆1𝑦𝑟 , 

∑𝜆2𝑗𝑦2𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦2𝑟𝑜 + 𝑆2𝑦𝑟 , 

∑𝜆3𝑗𝑦3𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦3𝑟𝑜 + 𝑆3𝑦𝑟 ,      𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑟 , 

∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖

𝑚

𝑖=1

≤∑𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖

𝑚

𝑖=1

≤∑𝑐3𝑖𝑜𝑥3𝑖

𝑚

𝑖=1

, 
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𝜆𝑗̃که در آن   = (𝜆1𝑗 , 𝜆2𝑗 , 𝜆3𝑗)    و𝑥̃𝑖 = (𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖 , 𝑥3𝑖)  و𝑧̃ = (𝑧1 , 𝑧2, 𝑧3) = (∑ 𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖
𝑚
𝑖=1 , ∑ 𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖

𝑚
𝑖=1 , ∑ 𝑐3𝑖𝑜𝑥3𝑖

𝑚
𝑖=1 ( ∗𝑥̃و  ∗𝜆است. اگر )   (

بهینه    ∗𝑧̃و   ارزیابی  CEباشد    (10)  مسالهجواب  تحت  واحد  کلی     jthکلی  هزینه  مینیمم  تقسیم  ∗zبا  = ∑ 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖 
∗𝑚

𝑖=1    هزینه  شده مشاهدهبر 
∑ 𝑐̃𝑖𝑜𝑥̃𝑖𝑜 
𝑚
𝑖=1    شود. اکنون مساله  میتعریفDEA    با   زیر مطرح    صورتبه ها  با افزایش خروجی  CEی فازی مثلثی را برای بهبود  هادادهمعکوس 

 کنیم.محاسبه می CEها را با حفظ مقدار ها میزان آشفتگی بردار ورودیو با آشفته نمودن بردار خروجی کنیممی

 

 

𝑥̃1𝑖 ≥  0, 𝑥3𝑖 − 𝑥2𝑖 ≥ 0, 𝑥2𝑖 − 𝑥1𝑖 ≥ 0,           𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

𝜆1𝑗 ≥ 0, 𝜆3𝑗 − 𝜆2𝑗 ≥ 0, 𝜆2𝑗 − 𝜆1𝑗 ≥ 0,       𝑗 = 1 , 2 , … , 𝑛,  

𝑆1𝑦𝑟 ≥ 0, 𝑆3𝑦𝑟 − 𝑆2𝑦𝑟 ≥ 0, 𝑆2𝑦𝑟 − 𝑆1𝑦𝑟 ≥ 0,          𝑟 = 1 , 2 , … , 𝑠, 

𝑆1𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑆3𝑥𝑖 − 𝑆2𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑆2𝑥𝑖 − 𝑆1𝑥𝑖 ≥ 0,         𝑖 = 1,2,… ,𝑚, 

(11 ) 

min 𝑧̃ =∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 

𝑠. 𝑡. 

∑𝜆1𝑗𝑥1𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆1𝑥𝑖 = 𝑥1𝑖 , 

∑𝜆2𝑗𝑥2𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆2𝑥𝑖 = 𝑥2𝑖 , 

∑𝜆3𝑗𝑥3𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝑆3𝑥𝑖 = 𝑥3𝑖 ,       𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖,   

∑𝜆1𝑗𝑦1𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦1𝑟𝑜 + 𝑆1𝑦𝑟 , 

∑𝜆2𝑗𝑦2𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦2𝑟𝑜 + 𝑆2𝑦𝑟 , 

∑𝜆3𝑗𝑦3𝑟𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑦3𝑟𝑜 + 𝑆3𝑦𝑟 ,      𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑟,  

∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖

𝑚

𝑖=1

≤∑𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑐2𝑖𝑜𝑥2𝑖

𝑚

𝑖=1

≤∑𝑐3𝑖𝑜𝑥3𝑖 ,

𝑚

𝑖=1

 

∑𝑐1𝑖𝑜𝑥1𝑖

𝑚

𝑖=1

≥ 𝑧1
∗, 
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𝑧1که در آن 
𝑧2و   ∗

𝑧3و   ∗
 است.  (10مدل )ی جواب بهینه  ∗

 گیری نتیجه   - ۶

معکوس با اعداد فازی مثلثی با استفاده از خواص اعداد فازی مثلثی برای حل    DEAی روش  ریکارگبه دیدگاهی در زمینه    ه یاراهدف از این تحقیق  
شود    CEمنجر به حفظ یا بهبود    کهیطوره ها بمثلثی بوده است. در این مقاله با تغییر مقدار برخی یا همه خروجی   فازی  اعداد   ضرایب  با  FLP  مسایل

و روش جدید در محاسبه مقدار ورودی  ارزیابی بدون    DMUهای  یک رویکرد  مثلثی  بندرتبه تحت  فازی  از    ارایهی اعداد  با استفاده    DEAشد. 
ها با  مثلثی برای تخمین ورودی   فازی  اعداد  ضرایب  با  FLP  مسایل، جواب  LPمعکوس با اعداد فازی مثلثی یک مدل جدید که با حل یک مدل  

 هایروش های آتی از ترکیب  به دست آوریم. در پژوهش  LPی فازی را با حل یک مدل  هایورودگردید و توانستیم مقدار بهینه    ارایه   CEحفظ یا بهبود  
 DEAشود که روش مذکور را برای حالت  می  پیشنهاد  چنینهمبه همراه مدل مذکور استفاده شود.    ...و    PSOابتکاری مانند الگوریتم ژنتیک و    فرا
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