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Abstract 

Objective: This paper evaluates and analyzes the sustainability of Cost Efficiency (CE) assuming certain prices. While CE 
depends on accurate price information, continuous price fluctuations in the real world limit the use of fixed prices to short-
term periods. 

Method: In this study, sensitivity analysis has been used to examine the sustainability of CE instead of existing methods 
with uncertain prices. In this regard, indicators have been presented to predict the risk of bankruptcy or improvement of the 
economic situation of units. First, basic Data Envelopment Analysis (DEA) models and various CE models have been 
introduced. Then, using sensitivity analysis, the concept of sustainability cones has been developed and examined in a 
practical example. 

Findings: The study's results show that assessing the sustainability of CE with firm prices can be an efficient tool in 
economic decision-making, forecasting market conditions, and formulating strategic policies. It can also help analysts better 
manage risks arising from market fluctuations. 

Originality: This study lies in its innovative approach to analyzing the sustainability of CE using firm prices without relying 
on conventional models based on uncertain prices, which are sometimes accompanied by challenges and limitations. By 
using sensitivity analysis and introducing the concept of "Sustainability Cones," this study provides a conceptual and 
operational framework for risk assessment, bankruptcy prediction, and improving the economic position of units. Such an 
approach can be an effective and reliable alternative to analyses based on uncertain data and open new horizons in financial 
analysis and strategic decision-making. 
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   مقدمه   - 1

نسبت داده شده که در آن به اطلاعات دقيقی از قيمت   [1]  فارل  به  CEو قابليت پايداری آن متمرکز شده است. مفهوم    CEاين مقاله روی ارزيابی  
در   CEاند که  استفاده  مدت قابل های کوتاههای ثابت در تحليل نتيجه قيمت کند، در  طور مداوم تغيير میه نيازمنديم، ولی در واقع اطلاعات قيمت ب

های با قيمت   CEتوان از  دست آمده است. اما برای دستيابی به ارزيابی بلندمدت می  هب   [2]  و همکاران  ر اف  و  [1]فارل    مدت توسطهای کوتاهاين دوره 
ها مشکلاتی در بردارد های آنسود برد. ولی برخی اوقات روش توصيف شده،   [4]و پست  کوسماننو  [3] و دايسون کامانهو ناقطعی که در مقالات 

را برای    یهايهای ناقطعی به بحث تحليل حساسيت رو آورديم و با استفاده از نتايج آن، شاخصاين مقاله بدون استفاده از قيمت  که باعث شده ما در
 باشد: ذيل می  به صورت بينی خطر ورشکستگی يا بهبود موقعيت معرفی نماييم که ساختار اين مقاله پيش

 

1 Cost Efficiency (CE) 2 Data Envelopment Analysis (DEA) 
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 کیده چ

به اطلاعات دقيق قيمتی    CEکه مفهوم  پردازد. درحالی های قطعی می با فرض قيمت   1هزينه   پايداری کارايیاين مقاله به ارزيابی و تحليل    هدف:
 کند. مدت محدود میهای کوتاه های ثابت را به بازه وابسته است، نوسانات مداوم قيمت در دنيای واقعی استفاده از قيمت

استفاده شده    CEهای ناقطعی، از تحليل حساسيت برای بررسی پايداری  های موجود با قيمتگيری از روش جای بهره به   ،در اين پژوهش  روش:
ای های پايه ه گرديده است. ابتدا مدل يبينی ريسک ورشکستگی يا بهبود وضعيت اقتصادی واحدها اراهايی برای پيشاست. در همين راستا، شاخص 

های پايداری توسعه يافته و در  گيری از تحليل حساسيت، مفهوم مخروط معرفی شده، سپس با بهره   CEهای مختلف  و مدل  2هاتحليل پوششی داده 
 يک مثال کاربردی مورد بررسی قرار گرفته است.  

بينی های اقتصادی، پيش گيری تواند ابزاری کارآمد در تصميمهای قطعی میبا قيمت  CEدهد که ارزيابی پايداری  نتايج تحقيق نشان می   یافته ها:
 .های ناشی از نوسانات بازار را بهتر مديريت نمايند گران کمک کند تا ريسکهای راهبردی باشد و به تحليلوضعيت بازار و تدوين سياست 

های مرسوم مبتنی که به مدل های قطعی نهفته است، بدون آن با استفاده از قيمت CEاين پژوهش در رويکرد نوآورانه آن به تحليل پايداری  اصالت:
های  گيری از تحليل حساسيت و معرفی مفهوم مخروط هايی همراه هستند، متکی باشد. با بهره ها و محدوديتهای ناقطعی که گاه با چالش بر قيمت

آورد. بينی ورشکستگی و بهبود موقعيت اقتصادی واحدها فراهم می پايداری، اين تحقيق چارچوبی مفهومی و عملياتی برای ارزيابی ريسک، پيش
اقتصادی و  های  ای در تحليلهای تازه های غيرقطعی باشد و افق های مبتنی بر داده ثر و قابل اتکا برای تحليلوتواند جايگزينی م چنين رويکردی می 

 .های استراتژيک بگشايد گيریتصميم

 . ی ورشکستگ ،CE يداری،پا :ها کلیدواژه 
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های پايداری را  با استفاده از تحليل حساسيت، مخروط   3باشد. بخش  می  CEشده  های مطرح و برخی مدل   DEAهای اساسی  شامل مدل   2بخش  
، خلاصه و  5توصيف شده و در نهايت در بخش    4نمايد. يک مثال کاربردی و تحليل هندسی آن در بخش  ها بحث می معرفی کرده و در مورد آن 

 گيری آورده شده است. نتيجه 

 ی گیری کاراي های اندازه روش   - 2

 DEAدر   یاساس کاراي   - 2-1

را به    CEها را در يک مقاله گسترش داد و صريحا  کار آن   [1]فارل    گردد، سپسباز می  [6]  کوپمنزو    [5]  دبرو  هایبه کوشش   یگيری کاراياندازه
به توضيح کارايتکنيکی و تخصيصی تجزيه کرد. در اين  یهای کارايلفهوم ابتدا  پردازيم و پيرو کار فارل در ماهيت ورودی کار تکنيکی می  یجا 

ورود بحث،  به  ورود  برای  نمود.  برداریخواهيم  با  را  توليد  mهای 
1 mX ( x ,...,x ) +=   خروج برداریو  با  را  sها 

1 sY ( y ,..., y ) +=  
 کنيم. گذاری میعلامت

کنند.  استفاده می  yگيريم، اين واحدها از دو ورودی برای توليد خروجی واحد واحد را در نظر می   8مثالی شامل    ،[1]فارل    برای توصيف هندسی کار
 .توصيف شده است 1شکل مربوطه در  PPS و  1جدول ها در مجموعه داده 

 . ها در هر واحد ی قیمت ورود   ها و ی ها، خروج ی ورود   - 1جدول 
Table 1- Inputs, outputs and price of inputs per unit . 

 

 

 

 

 . ها ی ورود   ی در فضا   ی اندازه کاراي   - 1شکل 
Figure 1- Efficiency measure in input space . 

تکنيکی  یگيريم. کاراينظر می  را در Eتر واحد دهند. برای توصيف بيشتکنيکی را تشکيل می  یمرز کاراي Dو  A ،B ،Cخطوط متناظر با واحدهای 

oeبرابر با   E  واحد
oE

  PPS: مرز  ندواحدها را به شش زيرمجموعه افراز کرد   همجموع  [7]  و همکاران  چارنز  ،یهای کاراياست. برحسب مشخصه  
علاوه واحدهای  هباشد. ب)نقاط مرزی با متغيرهای کمکی ناصفر( می  Fغيرراسی( و مجموعه    ی)کارا  'Eراسی(، مجموعه    یکارا)  Eشامل مجموعه  

𝐏𝟏 𝐏𝟏 𝐲 𝐗𝟐 𝐗𝟏  
4 3 1 7 2 ADMU  
3 4 1 5 3 BDMU  
3 4 1 3 5 CDMU  
3/2 3/8 1 2 7 DDMU  
4 3 1 7 3 EDMU  
3/2 3/8 1 5 5 FDMU  
3 4 1 2 9 GDMU  
4 3 1 2/5 10 HDMU  
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،   E{A , B , C , D}    به صورتگردند. در اين مثال واحدها  افراز می NFو    'NE  ،NEهای  های مرزی به مجموعه غيرمرزی هم مطابق با مجموعه 

F{G} ،NE{E,F}  وNF{H} شوند. بندی میدسته 

، در ماهيت DEAمدل استاندارد  .برداری قرار گرفت ه مورد بهر [8]وهمکاران ارنز چ تعريف شد و توسط [1]فارل  تکنيکی توسط یگيری کاراياندازه
 بندی شد. ذيل فرمول  به صورت [8]چارنز و همکاران ورودی توسط  

 ست از: ا در ماهيت ورودی عبارت DEAمدل استاندارد 

های واحد تحت ارزيابی را در  ی ها وخروجی در جواب بهينه قيمت ورودباشند و  ها می یها و ورودیهای مربوط به خروج وزن  ivو   ruکه در آن
 دهند. بهترين شرايط نشان می

 نشان داده شده است.  2شکل ها در و مجموعه امکان توليد در فضای وزن  ی، مرز کارايیها در ارزيابی کارايثير وزنابرای توضيح ت

 اند. ( بين همه واحدها مشترک است، پس متناظر با قيود ذيل همه متغيرها مثبت فرض شده(1-3) مدل تا  (1-1) مدلريزی خطی )برنامه قيود 

 . ها ضای وزن ف در    ی گیری کاراي اندازه   - 2شکل 
Figure 2- Measuring efficiency in weight space . 
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uبر  (2)  هاینامساویبا تقسيم   0  1با دستگاه مختصات   3شکل  های معادلی حاصل می شود که در  ینامساوv u  2  وv u    نشان داده شده
را در نظر    E  یتر، واحد ناکاراباشد. دوباره برای توصيف کاملاست. هر محدوديت هم با يک خط به نمايش درآمده که وابسته به يک واحد می

1به همراه معادله   (2های )ینامساوشامل    Eمربوط به واحد    (1مدل )گيريم. قيدهای  یم 23 v 7 v 1+ باشد. با حل هندسی مدل، جواب  می  =
تکنيکی هم با    یباشد و مقدار کارايمی  EDMUاست و اين معادل هندسی مجموعه مرجع  Bو    Aدهد که مقطع خطوط  رخ می  2ρدر  Eبهينه واحد  

نسبت
2

oe
oρ

 آيد. دست می ه ب 

2-2 -  CE   فارل 

 CEبين واحدها متمايز باشند. ابتدا اندازه    هاهای ثابت را نيز معرفی کرد، اگرچه ممکن بود قيمت با قيمت   CEتکنيکی،    یبر کارايعلاوه   [1]  فارل 
1هزينهخط هم  CEکنيم. برای ارزيابی  توصيف می  Eطور هندسی برای واحد  ه فارل را ب

1 23 x 4 x+  در دست است، اين خط باα αp p     2شکل  در 
ترين هزينه را صرف توليد خروجی مورد نظر ، کمCای که در آن خط هم هزينه بر مرز توليد مماس شده يعنی نقطه  نشان داده شده است. نقطه

oeبا نسبت   CEکند. پس اندازه  می
oE

  و  فار    گو نيست، به منظور حل اين مشکل برای اولين بار آيد. اما روش هندسی همواره جواب دست میه  ب
 .ندمدل ذيل را مطرح کرد  [2]همکاران 

 مدل مینیمم هزینه 

  

iکه op  قيمت ورودی  thi  برای واحد tho   با   (3مدل )اگر فرض کنيم جواب بهينه    باشد.میo* *( x ,λ صورت  ه  ب  CE،oDMUنمايش داده شود، پس    (
 آيد: دست می ه ذيل ب

 
 

 وجود دارد. CEرا به ما خواهد داد. اما روش ديگری نيز برای محاسبه  CE مستقيما مقدار (3مدل )سازی بردار قيمت، در ضمن با نرمال 

 با کنترل وزن  CEمدل  

 مطرح شده است.  [9]  و همکاران تيشافن پردازيم که  توسطهای وزنی میبا اعمال محدوديت CEجا به بيان مدلی برای ارزيابی  در اين 

 برابر است.  (4) معادله دست آمده از هب  CEدست آمده با اندازه ه ب (5)مدل ( که از K)ی اندازه کاراي -1قضیه 
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 مراجعه نماييد.  [9]به  اثبات:

1صورت  هب  (5-1)   محدودیت  Eهای معلوم واحد  بريم. با قيمتها به پايان میدر فضای وزن  CEحال اين قسمت را با تفسير هندسی   1

2 2

v p 3
v p 4

= = 

برابر با  ECEنمايش داده شده است، در نتيحه 1oμبا  3شکل است که در 
1

oe
oμ

  باشد.می 

هزينه در فضای  ها، خط هم باشد و افزايش )کاهش( متناسب قيمتها میدرگير مقادير نسبی قيمت  CEطور که مشاهده کرديم اندازه تنها  همان  
 بدون تغيير خواهد ماند. CEدارد و در نتيجه اندازه  ها را بدون تغيير نگه می ها و اشعه هزينه در فضای وزن یورود

 تجزيه فارل   - 2-3

ذيل    به صورتشود که  کار برده می ه تکنيکی ب   یبرای صفحه توليد مرجع کاراي یکنيم. اين نوع کارايتخصيصی را معرفی می  یجا، ابتدا کارايدر اين 
 گردد: بندی میفرمول

 
عادله  مو در نتيجه تجزيه اساسی فارل را با توجه به    [4]دست آورد  ه طور مستقيم نيز از ابرصفحه هم هزينه مينيمم ب   ه توان برا می  oAEالبته اندازه

است، به   PPSمستقل از مرز    oCEآيد. ضمنا مقداردست می  هاست، ب  CEتخصيصی در تکنيکی که همواره برابر    یضرب کاراي  صورت  هب  (6)
 است در نظر گرفت.  یکه وابسته به مرز کاراي CEای برای عنوان اندازهتوان به تخصيصی را می یهمين دليل کاراي

 است.  CEتکنيکی يک شرط لازم و نه کافی برای  یکاراي نتيجه:

 مراجعه شود. [4]به  اثبات:

 هزينه   ی. تغییرات کاراي 3

 CEهای  تحلیل حساسیت مدل   - 3-1

های  واقعی دسترسی به قيمت باشند، ولی در اکثر کاربردهای  در بخش پيش مطرح گرديد نيازمند اطلاعات کامل قيمت می   CEکه برای    یهايمدل 
کند، بر فرض مثال سکه، نفت و ارز روزانه در بازارهای جهانی  مدت را حاصل میهای کوتاه های قطعی ارزيابی باشد. ضمنا قيمت دقيق ميسر نمی 

بايد روزانه انجام گيرد. برای رفع اين مشکل به کران قيمت   CEکند و محاسبه  تغيير می بلندمدتها رو آورده شد که ارزيابیواحدها  تری را  های 
 تومان قرار داشت. 90/ 000,  000/100ساخت، مثلا در سال اخير قيمت سکه در بازه حاصل می 

(5 ) 
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را بررسی خواهيم نمود. سپس به بحث پايداری در جواب که   CEجا با رويکرد تحليل حساسيت، بردار قيمت را آشفته ساخته و تغييرات  در اين
 شامل حفظ يا بهبود وضعيت است، خواهيم پرداخت.

𝑗    ،𝜆𝑗ها مشاهدات نامنفی فرض شده و به ازای هر یورود  (3مدل )که در  با توجه به اين ≥ د می باشد، پس می توان ي زا  (3  -  1)رابطه  ، در نتيجه  0
𝑉قيد تساوی  یدارا  (3مدل )را متغير آزاد فرض کرد. حال با اعمال اين متغير آزاد، دوآل    𝑥𝑜متغير  = 𝑃𝑜   خواهد بود و نهايتا با جايگذاری اين قيد، به

 می باشد، دست می يابيم: (3مدل )مدل ذيل که در واقع دوآل 

 
را حاصل    oDMUدر مختصات   PPSکننده بر  های تکيه، بردار نرمال ابرصفحهoDMUجهت ارزيابی  CCRدانيم که فرم مضربی مدل ضمنا می

  مايد.نمی

 های بازار در اثر لرزش   CEپايداری    - 3-2

کنيم باشند. پس برای رسيدن به اين هدف نظرمان را چنين مطرح می ها میاقتصاددانان همواره درصدد بهبود وضعيت مالی و مينيمم نمودن هزينه 
های بازار حفظ کرد يا اگر ناکارای هزينه بودند  شان را در برابر لرزش یتوان کاراي با قيمت موجود کارای هزينه شوند، چگونه می  یکه اگر واحدهاي

 شان را بهبود داد. وضعيت

 کنيم: که کارای راسی است، تعريف می oDMUذيل را برای  یهاها متمرکز خواهيم شد، پس مجموعه برای ورود به بحث پايداری در فضای وزن 

 باشد: ذيل می به صورت Vدر فضای  oHتصوير 

یف   باشد. oĤترين مخروط شامل آل نامند، هرگاه کوچک ايده oDMUرا برای  oA: مخروط oDMUمخروط ايده آل   -1 تعر

tLکارای هزينه است، هرگاه ابرصفحه  oDMU -2قضیه  { X P X 0 }=  قرار داشته باشد.  oAدر مخروط  =

lصورت   هرا ب Pتوانبديهی است که می  ،فرض   ربنا ب  اثبات: *
k kk 1

P α V
=

=  در نظر گرفت که درآن* *
k k( V , U نا     kαو   (1مدل )جواب بهينه    (

می ضمنامنفی  بهينه    Uباشند.  جواب  )را  oPبا   (7مدل  P=   می نظر  پس در  گيريم، 
t

o
t

o

U Y
P XoCE ب= بنا  ( 7) مدل  ساختار  ر  . 

l l

k kk 1 k 1

P U
( , )

α α
= = 

oCEکنيماست. حال به خلف ادعا می  (1مدل )جواب شدنی     1  پسt t
o oU Y P Xاز طرفی اگر .* *( V , U ) 

*tباشد داريم   (7مدل )جواب بهينه  
o oY U Yt

l

kk 1

U
( )

α
=

oYکارای راسی فرض شده است، داريم  oDMUو چون   1t
l

kk 1

U
.( )

α
=

لذا فرض   

oXخلف باطل، زيرا  1=t
l

kk 1

P
( )

α
=

oY t
l

kk 1

U
( )

α
=

 ، پس حکم ثابت شد. 

(7 ) 
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(8 )        .}  * *( U , V X*( باشد و 1جواب بهينه )( V X 0=oĤ ={ 

(9 ) {.* *( U , V *( باشد و 1جواب بهينه )( *( X ,Y ) U Y V X 0− =oH ={ 
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کننده واحد مورد نظر به واحدهای مجاور و در نظر گرفتن فارل، اين مخروط را با رسم خطوط متصلتوان در مرز  سهولت میه ذکر است که به لازم ب
و    (1مدل )های بهينه  افزارهای رياضی جهت حصول جواب استفاده از نرم   ،ل با ابعاد بالاتريآورد. ضمنا در مورد مسا  دست  بهها  ناحيه ما بين آن 

 تواند سودبخش باشد. می oAمشخص نمودن مخروط 

یف   حقيقی  -2تعر بهبوددهنده  برای  oB  مخروط   :مخروط  کوچک بهبود  oDMU  را  هرگاه  نامند،  حقيقی  شامل دهنده  مخروط  ترين 
 t

o oĤ X P X  باشد. =0

یف وجه تسميه   محدوده حرکت  oBسوی بهبود وضعيت حرکت کند. در واقع مخروط يک نگرديد، لااقل به  CE ،oDMUدر آن است که اگر  2تعر
 را يک نمايد. CE ،oDMUای است که از بردار هزينه فعلی به سوی بردار هزينه

ابرصفحه اگر  -3قضیه  t
oL X P X 0=  يابد.بهبود می CE ،oDMUقرار گيرد،  oBپس از آشفتگی در =

oفرض کنيم که بردار هزينه فعلی را با   اثبات: 
oldP   و بردار هزينه پس از آشفتگی را باo

newP  نشان دهيم. چون ابرصفحه 
to

new newL X P X 0= در  =

oB  توانفرض شده است، میo
newP    به صورترا  l 1o ( k ) o

new k l oldk 1
P α V α P

−

=
= +  گرفت که   در نظر( k ) ( k )( V ,U و ضرايب   (1)  مدل  جواب بهينه  (

newاند. برای اثبات کافی است نشان دهيم نامنفی فرض شده oldCE CE  به ازای   (7مدل ). فرض کنيم جواب بهينهo
oldP   وo

newP   به ترتيب برابر با

oldU  وnewU  باشد، پس کافی است ثابت شودt t

t t
new o old o
o o
new o old o

U Y U Y

P X P X
 داريم:  (7) رابطه. بنا به قيود 

 داريم: (11) و  (10) هایمعادلهدر 

lپس  1 ( k )
k k oldk 1

( α U α U )
−

=
+  با  (7ه )المسجواب شدنیo

newP :است، در نتيجه 

 

toبا تقسيم طرفين عبارت فوق بر 
new oP X  که به ازای هر و با توجه به اينk ،( k 1 ,..., l 1 )= tداريم: − t( k ) ( k )

o oV X U Y 1=  . پس:=

که درآن
l 1

kk 1

l

( α )
K

α

−

==
 باشد. از طرفی: می 

 
tداريم که  (13)  و(  21)  هایعادلهماز   o t t o t

new o new o old o old o(U Y )( P X ) (U Y )( P X )   در واقع همانnew oldCE CE   ثابت    ،بنابراين  ؛است حکم 
 شد.  

 کند. می کارای هزينهرا  oDMUای است که های هزينهشامل همه ابرصفحه oAمخروط  -4قضیه 

(10 ) 
s m
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در   Pبردار هزينه مانند  جواببه خلف فرض کنيد    اثبات: t
oL X P X 0= باشد. حال فرض کارای هزينه می oDMUقرار ندارد، ولی به ازای آن  =

U)*نماييد  بهينه    ( ب Pبا هزينه  (7مدل )جواب  *فرض خلف،  طور معادله باشد.  t
o oU Y P X=  بنا به خاصيت تبديل ، (7)  مدل   پذيریاست. 

*P U
( , )
1.P 1.P

بوده که    oAمتعلق به   Lباشد. پس نيز می   (1مدل )ساز جواب بهينه  است، همچنين با توجه به قيد نرمال   (7مدل )جواب بهينه    
 خلاف فرض اوليه است. 

 دهند.را بهبود می CE ،oDMUای است که های هزينهشامل ابرصفحه oBمخروط  نتيجه:

ای است که اين واحد  کارای هزينه باشد، تحولات بازار اغلب به گونه   pباشند و اگر فرض کنيم واحد فوق کاملا تئوری می  هایيه قض  و  هاريفتع 
 ه می کنيم:ي آن گردند، به همين منظور تعاريف ذيل را ارا یهمچنان کارای هزينه و حاکم بر بازار باقی بماند، پس واحدهای ديگر نبايد سبب ناکاراي

یف   oدهنده کاربردی نامند هرگاه بهبود  oDMUرا برای  oCمخروط  :مخروط بهبوددهنده کاربردی  -3تعر o p.C B A=  بديهی است در مخروط
oC CE،oDMUی، بدون برهم زدن کارايpDMUيابد.، بهبود می 

آل تمام واحدهای  های ايده، اشتراک مخروط pAدر صورت وجود بيش از يک واحد کارای هزينه با هزينه فعلی در تعريف فوق به جای   :1تذکر  
گيرد. يعنی اگر هزينه قرار می   یکارا

1P
DMU،

2P
DMU ،... ،

K 1PDMU
−

و   
KP

DMU  گاه خواهيم  تمام واحدهای کارای هزينه با هزينه فعلی باشد، آن
داشت

k

K
o o k 1 PC B ( A )== . 

 نيز صادق است.  oCبرای oBمطرح شده برای  هایيهقض: 2تذکر 

یف   که يکی از انواع مطرح شده   oDMUرا برای  oDمخروط   :مخروط بهبوددهنده کاربردی واحدهای کارای غير راسی، ضعيف و ناکارا  -4تعر
 های بهبوددهنده کاربردی واحدهای مرجع آن باشد. است بهبوددهنده کاربردی نامند، هرگاه اشتراک مخروط 

 گیرنده تفاهم واحدهای تصمیم   تقابل و   - 3-3

تلاش دارای دهنده خود دارد. اما اين  سازی بازار با مخروط بهبودباشد، درنتيجه سعی در همسان خود می   CEواضح است که هر واحد مايل به بهبود  
ای ديگر گردد. بنا دسته CEها و افزايش  ای از واحددسته CEهمسان شود ممکن است باعث کاهش oDMUتبعات متفاوتی است، مثلا اگر بازار با 

توانند در يک تبانی اقتصادی باعث ورشکستگی واحدهای خارج ها قرار دارند میکه در يکی از اين دسته  یشويم، واحدهايبه اين توضيح متوجه می
 هايی در بازارهای جهانی می شود.از دسته گردند، که اين امر باعث چالش

 شود. سهولت ثابت میه ب 3قضیه اثبات   رکه بنا ب گرددمی حال قضيه ای مطرح 

مخروط   -5قضیه   اشتراک  بهبوداگر  کاربردی های  با    kDMUو   hDMUدهنده  تقابل  در  واحد  دو  آن  باشد،  فعلی  هزينه  ابرصفحه  برابر  تنها 
 . گرددمیديگری تخريب  CEيکی از آن دو،  یديگرند، به اين مفهوم که با بهبود کاراييک 

یف   تنها برابر ابرصفحه هزينه فعلی نباشد، آن دو داحد با هم سازگارند.دهنده کاربردی دو واحد های بهبوداگر اشتراک مخروط  -4تعر

به نوعی درگير ميزان مقاومت واحد ها در مقابل لرزش  بازار بوديم که مطمئنا اعمال آن در مسادر اين قسمت  های جديدی را  ل عملی افق يهای 
ای است که از بيان نمودن آن در اين  های هندسی پيشرفتهها نيازمند روش مخروط دهد. اما چون مقايسه اين  گيران اقتصادی قرار میروی تصميم ه روب

 نماييم. مقاله خودداری می 
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 ها شاخص    - 3-4  

آوردن   دست  بهفکر هستند. برای  هم   oDMUخواهيم بدانيم که چند درصد از جامعه با مدنظر است، يعنی در واقع می   oDMUحال انعطاف پذيری 
 کنيم: زير معرفی می به صورتشاخص تبانی را  oDMUفکری با نسبت هم 

 

 کنيم: ذيل معرفی می به صورت ، شاخص ورشکستگی را oDMUبازار برای ورشکست نمودن و برای حصول حداکثر توان 

 
باشد که با واقعيت مطابق است، در ضمن  شاخص تبانی برابر يک و شاخص ورشکستگی برابر صفر می   ،بديهی است که برای واحد کارای هزينه

تری های بازار مقاومت بيش تواند با مشارکت واحدهای ديگر در مقابل لرزش در اکثر موارد می   oDMUتر باشدهرچه شاخص تبانی به يک نزديک 
 تر است. کم oDMUتر باشد، توان بازار برای متزلزل ساختننمايد و هرچه شاخص ورشکستگی کم

 . مثال 4

1گيريم، پس  را در نظر می  Eتوصيف می کنيم. واحد  2حال مفاهيم جديد بيان شده در اين مقاله را روی مثال بخش   2( p , p ) ( 3 ,4 خواهد بود.    =(
1توسط ابرصفحه هزينه   Cمشاهده کرديم، واحد  1شکل  طور که از  همان 23 x 4 x+   را در   یخواهيم اين کارايشود. حال می کارای هزينه میC 

تواناي نماييم، پس بايد  ابتدا برای مشخص کردن مخروطاين واحد را در مقابل آشفتگی  یتضمين  های ، ابرصفحهCAهای قيمت محاسبه کنيم. 
می   PPSسازای    هکنندتکيه  آن را رسم  انتقال  از  پس  و  مبکنيم  به  ب  CA، مخروط داها  خطوط ه توسط مخروط  با  آمده  3وجود  3β β    4و 4β β   تعريف
های فعلی است و بنا به همين  تعلق دارد، زيرا اين واحد تنها واحد کارای هزينه با قيمت   CA. ضمنا بديهی است که ابرصفحه هزينه تنها به گردد می

 باشند. برابر می  CAبا مخروط  CCو  CBدليل

،  3شکل  گيريم. بنا به  را در نظر میBپردازيم. ابتدا واحد کارایهای واحدهای ديگر میحال برای درک بهتر موضوع، به توصيف انواع مخروط 
اند که با انتقال اين دو ابرصفحه به مبدا به  تکيه کردهB  بر واحد Cو  B  و ابرصفحه سازای مار بر واحدهای Bو  Aابرصفحه سازای مار بر واحدهای 

2ترتيب ابرصفحه های 2β β  3و 3β β   مخروط ايده آل  ،بنابراين ؛شودحاصل میBA  آيد. می دستبه توسط اين ابرصفحه ها 

2ترين مخروط شامل ، بايد کوچک BBحال برای مشخص نمودن مخروط  2β β  ،3 3β β    وα αq q   مخروط بين   3شکل  نظر بگيريم، که بنا بر    را در
2 2β β   وα αq q   باشد. مخروط میBC  نيز با اشتراک مخروطCA  وBB  های واحدهای کارای ديگر مشابه با  آيد. ضمنا مخروط می دستبهسهولت ه ب

 شوند. های اين واحد حاصل می مخروط 

 الف.                                   ج.                                                                             ب.                                               

 . مخروط بهبوددهنده کاربردی   . ج  ، مخروط بهبوددهنده حقیقی   . ب   ، آلمخروط ايده   . الف   ؛ B  های پايداری واحد مخروط   - 3شکل 
Figure 3- Stability cones of unit B; a. Ideal cone, b. Real improving cone, c. Practical improving cone . 

 :      شاخص تبانی )تفاهم( ( 14)
𝐷𝑀𝑈𝑜 تعداد واحدهای سازگار با  

تعداد کل واحدها .  

(15 )  :  
𝐷𝑀𝑈𝑜تعداد واحدهای متقابل با   

 ورشکستگی  شاخص . تعداد کل واحدها



  29 

 

 ارزیابی  و تحلیل پایداری کارایی هزینه با قیمت های قطعی     / زاده لطفیحسین

 باشند، پس خواهيم داشت:می Fواحدهای مرجع Cو Bواحدهای1شکل گيريم. بنا به در نظر می  Eقيمت واحد   را با Fحال واحد ناکارای

 

توان به  تر میآوريم. البته برای کسب اطلاعات کامل دستبه های واحدهای ناکارای ديگر را مشابه روش فوق  توانيم مخروط ذکر است که میه لازم ب 
 مراجعه نمود.  4 شکلو  2جدول 

 . برای هر واحد   0A، 0B، 0C، 0D - 2جدول 
Table 2- A0, B0, C0, D0 for each unit . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . دهندهآل و بهبودهای ايدهتوصيف هندسی مخروط -4شکل 

Figure 4- Geometric description of ideal and improving cones. 

، 3جدول  های مربوطه می پردازيم. بنا به  دسته واحدهای سازگار، دسته واحدهای متقابل و شاخص ها به بررسی  حال پس از توصيف انواع مخروط 
 در مورد واحد بوجود آمده است. مثلا  𝐶بندی از قرار گرفتن در طرفين واحد کارای هزينه، يعنی واحداند که اين دستهواحدها به دو دسته افراز شده

𝐷   های بهبوددهنده کاربردی واحدهایاشتراک مخروط𝐴   ،𝐵  ،𝐸  و𝐹  با تهی  𝐶𝐷   می باشد، پس اين واحدها با𝐷𝑀𝑈𝐷     .در نتيجه  ناسازگار و متقابلند
 ا شاخص ورشکستگی اين واحد که با تعداد واحدهای ناسازگار بر تعداد کل واحدها تعريف شده، برابر ب

4

8
 .باشدمی 

 دست آورد.  ذيل به به صورتتوان مجموعه واحدهای سازگار و شاخص تبانی را راحتی میه حال با شناخت واحدهای ناسازگار، ب

 
F B C B C BD C C C A C .= = = 

0D 0C 0B 0A o 

αمخروط بين  - αq q   3و 3β β   مخروط بينα αq q   2وx y  2مخروط بينx y 2و 2β β  A   

αمخروط بين  - αq q   3و 3β β   مخروط بينα αq q   2و 2β β   2مخروط بين 2β β 3و 3β β  B   

3مخروط بين  - 3β β 4و 4β β   3مخروط بين 3β β 4و 4β β   3مخروط بين 3β β 4و 4β β  C   

αمخروط بين  - αq q   4و 4β β   مخروط بينα αq q   1وx y  4مخروط بين 4β β 1وx y D   

αمخروط بين  αq q   3و 3β β  - - - E   

αمخروط بين  αq q   3و 3β β  - - - F   

αمخروط بين  αq q    4و 4β β  - - - G   

αمخروط بين  αq q    4و 4β β  - - - H   

 { A ,B ,C ,D ,E ,F ,G ,H } { A ,B ,E ,F } { C ,D ,G ,H }.−  : مجموعه واحدهای سازگار با واحد =

 4 4
1 .

8 8
−  : شاخص تبانی  =
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 مراجعه نمود.  3جدول  توان به  تر میمشابه عمل نمود. البته برای مشاهده اطلاعات کامل   به صورت توان  بديهی است که در مورد بقيه واحدها نيز می

بندی کردن  سهولت با شناخت واحدهای کارای هزينه و دستهه مربوطه را در مرز فارل بهای  ها و شاخصتوان اين مجموعه ذکر است که میه لازم ب
 . باشدنمی  3جدول دست آورد و همواره لزومی بر تشکيل جدولی مشابه با ها به واحدها در طرفين آن

 .های تبانی و ورشکستگیواحدهای متقابل و سازگار وشاخص -3 جدول

Table 3 - Mutual and compatible units and collusion and bankruptcy indicators . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3خطپاره   2  شکل کرد. مثلا در    توان کار ها نيز می های مطرح شده در فضای وزن آوردن مخروط   دست به ذکر است که برای  ه البته لازم ب 4ρ ρ    شامل
 باشد، که اين تناظر برای تمامی واحدها قابل بيان است.می CAهای درون بردار گراديان نرمال شده تمام ابرصفحه

 نتیجه گیری   - 5

ها پرداختيم و نتايج پايداری را بررسی نموديم،  انواع مخروط های آن، مطرح گرديد، سپس به معرفی  های قطعی و انواع مدل با قيمت   CEدر اين مقاله  
گيران اقتصادی بينی وضعيت بازارهای جهانی کمکی شايسته به تصميم ل اقتصادی باشد و در پيشيتواند راهگشای بسياری از مساکه اين موارد  می

توانند واحدهای اقتصادی را از  اقتصادی با استفاده از نتايج اين تئوری میکند. ضمنا مفسران  دهی میها را جهتهای اقتصادی آنسياست   نمايد و
ها است، مطلع ساخته و به عقد قراردادهای اقتصادی آنان به منظور پيشرفت و ورود به بازارهای جهانی کمک خطراتی که در تغييرات بازار متوجه آن

 نمايد.
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